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1 解析解

2次元矩形領域 D = {x, y : −Lx ≤ x ≤ Lx,−Ly ≤ y ≤ Ly}において、

−∆φ(x, y) = ω(x, y) (1)

を考える。y方向は周期境界、x方向には固定境界条件

φ(±Lx, y) = f±(y) (2)

とする。y方向に周期的であるから、Fourier級数に展開すると、

φ(x, y) =
∞∑

ny=−∞
φ̄(x, ky)ei

nyπ

Ly
y =

∞∑
ny=−∞

φ̄(x, ky)eikyy (3)

以下、ky = nyπ/Ly とする。φ̄は以下で与えられる。

φ̄(x, ky) =
1

2Ly

∫ Ly

−Ly

φ(x, y)e−ikyydy. (4)

ω, f± についても同様に展開すると、(
d2

dx2
− k2

y

)
φ̄(x, ky) = −ω̄(x, ky) (5)

φ̄(±Lx) = f̄± (6)

となる。

以下で与えられる Green関数を定義する。(
d2

dx2
− k2

y

)
G(x; ξ) = −δ(x − ξ) (7)

G(±Lx; ξ) = 0 (8)

ここで x′ = x + Lx, ξ′ = ξ + Lx と変数変換すると、(
d2

dx′2 − k2
y

)
G′(x′; ξ′) = −δ(x′ − ξ′) (9)

G′(0; ξ′) = G′(2Lx; ξ′) = 0 (10)
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ただし、G′(x′; ξ′) = G(x; ξ)とした。境界条件を考慮して sin級数に展開すると、

G′(x′; ξ′) =
∞∑

nx=1

Ḡ′(k′
x; ξ′) sin k′

xx′ (11)

Ḡ′(k′
x; ξ′) =

1
Lx

∫ 2Lx

0

G′(x′; ξ′) sin k′
xx′dx′ (12)

ただし、k′
x = nxπ

2Lx
。δ-関数も同様に展開すると

1
Lx

∫ 2Lx

0

δ(x′ − ξ′) sin k′
xx′dx =

1
Lx

sin k′
xξ′ (13)

より

δ(x′ − ξ′) =
∞∑

nx=1

1
Lx

sin k′
xx′ sin k′

xξ′. (14)

これらの展開を (9)に代入すると、

−
∞∑

nx=1

(
k′2

x + k2
y

)
Ḡ′(k′

x; ξ′) sin k′
xx′ = −

∞∑
nx=1

1
Lx

sin k′
xx′ sin k′

xξ′ (15)

よって

Ḡ′(k′
x; ξ′) =

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xξ′. (16)

(11)に代入して

G′(x′; ξ′) =
∞∑

nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx′ sin k′

xξ′ (17)

を得る。x = x′ + Lx, ξ = ξ′ + Lx として座標変換すると

G′(x′; ξ′) =
∞∑

nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx′ sin k′

xξ′

=
∞∑

nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
x(x + Lx) sin k′

x(ξ′ + Lx)

=
∞∑

nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin
(
k′

xx +
π

2
nx

)
sin

(
k′

xξ +
π

2
nx

)
=

∞∑
nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

1
2

[cos k′
x(x + ξ) − (−1)nx cos k′

x(x − ξ)]

=
∑

nx=odd

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

cos k′
xx cos k′

xξ −
∑

nx=even

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx sin k′

xξ. (18)

よって

G(x; ξ) =
∑

nx=odd

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

cos k′
xx cos k′

xξ −
∑

nx=even

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx sin k′

xξ. (19)
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以下、x′ の空間で考えると (20)(21)は(
d2

dx′2 − k2
y

)
φ̄′(x′, ky) = −ω̄′(x′, ky) (20)

φ̄′(0) = φ̄′(2Lx) = f̄±. (21)

Greenの公式∫ Lx

−Lx

[
u

(
d2v

dx2
− k2

yv

)
− v

(
d2u

dx2
− kyu

)]
dx (22)

=
[
u

dv

dx
− v

du

dx

]Lx

−Lx

−
∫ Lx

−Lx

(
du

dx

dv

dx
− dv

dx

du

dx

)
dx =

[
u

dv

dx
− v

du

dx

]Lx

−Lx

(23)

より、u = φ̄′, v = G′ とすると∫ 2Lx

0

[
φ̄′(−δ(x′ − ξ′)) − G′(−ω̄′)

]
dx′ =

[
φ̄′ dG′

dx′

]2Lx

0

. (24)

よって

φ̄′(ξ′) =
∫ 2Lx

0

G′(x′; ξ′)ω̄′(x′)dx′ −
[
φ̄′(x′)

dG′(x′; ξ′)
dx′

]x′=2Lx

x′=0

. (25)

Green関数の相反性 G′(x′; ξ′) = G′(ξ′;x′)を用いて x′ と ξ′ を交換すると、

φ̄′(x′) =
∫ 2Lx

0

G′(x′; ξ′)ω̄′(ξ′)dξ′ −
[
φ̄′(ξ′)

dG′(x′; ξ′)
dξ′

]ξ′=2Lx

ξ′=0

. (26)

Green関数を代入する

φ̄′(x′, ky) =
∫ 2Lx

0

∞∑
nx=1

1
Lx

1
k′2

x + k2
y

sin(k′
xx′) sin(k′

xξ′)ω̄′(ξ′, ky)dξ′

−φ̄′(2Lx)
∞∑

nx=1

1
Lx

k′
x

k′2
x + k2

y

sin(k′
xx′) cos(2k′

xLx)

+φ̄′(0)
∞∑

nx=1

1
Lx

k′
x

k′2
x + k2

y

sin(k′
xx′)

=
1

Lx

∞∑
nx=1

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx′

∫ 2Lx

0

ω̄′(ξ′, ky) sin k′
xξ′dξ′

+
1

Lx

∞∑
nx=1

1
k′2

x + k2
y

sin k′
xx′(φ̄′(0, ky) − (−1)nx φ̄′(2Lx, ky)) (27)

ω̄′ の sin級数展開より

ω̃′(k′
x, ky) =

1
Lx

∫ 2Lx

0

ω̄′(ξ′, ky) sin k′
xξ′dξ′. (28)

よって

φ′(x′, y) =
∞∑

nx=1

∞∑
ny=−∞

1
k′2

x + k2
y

sin(k′
xx′)eikyy

[
ω̃′(k′

x, ky) +
φ̄′(0, ky) − (−1)nx φ̄′(2Lx, ky)

Lx

]
. (29)
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2 数値解析上の注意点

x, kいずれも離散化された Fourier変換は

ϕ̃(km) =
1√
2π

Nx∑
n=−Nx

ϕ(xn)eikmxn∆x (30)

ϕ(xn) =
1√
2π

Mk∑
m=−Mk

ϕ̃(km)e−ikmxn∆k (31)

で与えられる。2階微分の差分表示

d2

dx2
ϕ(x) ≡ ϕ(xn+1) − 2ϕ(xn) + ϕ(xn−1)

∆x2
(32)

に代入すると

d2

dx2
ϕ =

1√
2π

Mk∑
m=−Mk

[
ϕ̃(km)e−ikmxn

e−ikm∆x − 2 + eikm∆x

∆x2

]
∆k

=
1√
2π

Mk∑
m=−Mk

ϕ̃(km)e−ikmxn

−k2
m

(
sin(km∆x

2 )
km∆x

2

)2
∆k (33)

=
1√
2π

Mk∑
m=−Mk

[
ϕ̃(km)e−ikmxn

(
−k2

m

2
(km∆x)2

(1 − cos(km∆x))
)]

∆k (34)

Poisson方程式 (1)に離散 Fourier変換を施すとk2
x,mx

 sin
(

kx,mx∆x
2

)
ky,my ∆x

2

2

+ k2
y,my

 sin
(

ky,my ∆y

2

)
ky,my ∆y

2

2
 φ̃(kx,mx , ky,my ) = ω̃(kx,mx , ky,my )

(35)
よって

φ(xnx , yny ) =
∆kx∆ky

2π

Mkx∑
mx=−Mkx

Mky∑
my=−Mky

k2
x,mx

 sin
(

kx,mx∆x
2

)
kx,mx∆x

2

2

+ k2
y,my

 sin
(

ky,my ∆y

2

)
ky,my ∆y

2

2


−1

×ω̃(xnx , yny )e−i(kx,mx xnx+ky,my yny ) (36)

となる。∆x,∆y → 0の極限で右辺 (·)−1 は (k2
x,mx

+ k2
y,my

)−1 となる。
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2.1 境界条件の取扱い

ある領域 I = [0, L]で同次の固定境界条件をみたす連続な関数 f(x)を考える。境界条件を考慮す
ると f(x)は sin級数に展開できる。

f(x) =
∞∑

m=1

f̃(km) sin kmx,

[
f(xn) =

M∑
m=1

f̃(km) sin kmxn

]
(37)

f̃(km) =
2
L

∫ L

0

f(x) sin kmxdx,

[
f̃(km) =

2
N

N∑
n=1

f(xn) sin kmxn

]
(38)

ここで km = mπ/L [xn = nπ/K]。一方、L < x < 2Lで f(x) = −f(2L−x)として領域を I ′ = [0, 2L]
に拡張し、さらに 2L周期関数として [−∞,∞]に拡張した関数を f ′(x)とする。f ′ は連続なので、

f ′(0) = f ′(L) = 0であることが期待できる。f ′ の Fourier級数展開は

f ′(x) =
∞∑

m=−∞
f̃ ′(km)eikmx,

[
f ′(xn) =

M∑
m=−M

f̃ ′(km)eikmxn

]
(39)

f̃ ′(km) =
1
2L

∫ L

−L

f ′(x)e−ikmxdx,

[
f̃ ′(km) =

1
2N

N∑
−N

f ′(xn)e−ikmxn

]
(40)

となる。ここで、f ′の展開では周期を 2Lに拡張しているため f ′,f̃ ′それぞれ、2N , 2M 自由度があ

ることに注意。f ′ が奇関数であることを考慮すると

f ′(x) =
∞∑

m=1

f̃ ′(km) sin kmx,

[
f ′(xn) =

M∑
m=1

f̃ ′(km) sin kmxn

]
(41)

f̃ ′(km) =
2
L

∫ L

0

f ′(x) sin kmxdx.,

[
f̃ ′(km) =

2
N

N∑
n=1

f ′(xn) sin kmxn

]
. (42)

すなわち、境界条件を満たすように f(x)を sin級数で展開することと、f(x)を f ′(x)に拡張し exp
で展開することは同値である。

同次 Neumann型境界条件を満たす関数 g(x)は cos級数に展開でき、g(x) = g(2L − x)として拡
張すればよい。
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